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ANOVA

ANalysis Of VAriance (ANOVA)

In questo test vogliamo confrontare i valori pq, po, ..., ug delle
medie di k v.a. X4, X9, ..., X per stabilire se esse sono uguali
o diverse.

L'ipotesi nulla consiste nell’assumere che tutte le medie sono
uguali, quella alternativa consiste nell’assumere che esiste
almeno una coppia di medie differenti. Quindi vogliamo testare:

Hy:pui=ps=...= g

contro

H; : almeno due delle p; differiscono.
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ANOVA

Esempio

Vogliamo conoscere se tre farmaci hanno effetti statisticamente
differenti nell’abbassare il livello di colesterolo negli individui.

Vogliamo determinare i geni differenzialmente espressi nel rene,
polmone, colon.
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ANOVA

Osservazione
Possiamo testare la differenza tra tutte le possibili coppie di
medie con t-test?

Consideriamo 5 popolazioni. |l procedimento é laborioso in
. 10

quanto dovremmo eseguire 60 ) = 10 t-test.

Inoltre potremmo arrivare a conclusioni errate. Infatti,

supponiamo che tutte le popolazioni abbiano la stessa media u
(ossia Hy vera). Estraiamo 5 campioni ed effettuiamo 10 t-test
con livello o = 0.05. In ogni test, la probabilita di commettere
un errore é:

a = P{rigettare Hy| Hyvera}.
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ANOVA

Osservazione (cont.)

Detto £ il numero di errori che si commettono in 10 test,
nell'ipotesi di indipendenza dei test, calcoliamo:

10

P{F > 1}:1—IP>{E:O}:1—( )

) a’(1-a)"” = 1-(1-a)",

da cui P{F > 1} = 0.4013. Quindi abbiamo una probabilita
del 40% di commettere almeno un errore. Inoltre |'ipotesi di
indipendenza dei test é falsa, in quanto i test sono effettuati
sugli stessi dati.
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ANOVA

Derivazione

Consideriamo k v.a. Xi, Xo, ..., X tali che X; : N(u;,0?).
Di ciascuna v.a. X; supponiamo di avere un campione casuale
costituito da n,; osservazioni che indichiamo con

Xij) 1 — 1,2, ceey T

Osserviamo che le n; osservazioni della v.a. X; per j =
1,2,...,k sono indipendenti ed identicamente distribuite con
distribuzione N (u;,c?).
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Derivazione (cont.)

In particolare si ha:

X1 Xo Xy

X11 | Xi2 X1k
Xo1 | Xao Xok
anl Xn22 Xnkk

ANOVA

Osserva che per ogni v.a. possiamo avere un diverso numero

di osservazioni.

Nel seguito 7 = 1,2, ..., ket =1,2,...,n;.
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Ogni realizzazione X;; della v.a. X, pud essere scritta come
scostamento dalla sua media p;, ossia:

Xij = pj + €ij. (1)

Poiché X; : N(u;,0?), allora gli scarti €;; : N(0,02).
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Allo stesso modo, detta i1 la media totale di tutte le medie:
k
1
=i
allora la media p; di ogni v.a. si pud scrivere come scostamento

da p, ossia:

pj = ph+ 75 (2)
Sostituendo la (2) in (1) si ha:

Xij:,u—l—Tj—l—Eij. (3)
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ANOVA

Derivazione (cont.)
Calcoliamo la somma T’ e la media X ; delle osservazioni Xj;
della v.a. X;:

— zj:Xw € y,j — &

Analogamente, calcoliamo la somma 1’ e la media X delle
osservazioni X;; di tutte le k v.a.:

k k .
oYYk, o %ozl
j=1 Zj:l T

71=11=1
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Riportiamo in tabella le quantitd fin qui calcolate:

Derivazione (cont.)

X1 X5 X | Totale
X11 | X129 X1k

Xo1 | Xa9 Xop,

Xni1 | Xny2 Xk

Ty | 1o Ty 1.
X1 | Xo X | X.

ANOVA
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Calcoliamo ora la somma dei quadrati degli scarti tra le singole
osservazioni X;; e la media X di tutte le osservazioni:

k1
SST = Z Z(X” — Y)2

j=1i=1

Osserva che nell'ipotesi Hy vera (1 = o = ... = g = [4b)
tutte le £ v.a. hanno la stessa pdf, ossia hanno distribuzione
N(u,0?). In questa ipotesi, |'intero insieme di osservazioni
costituisce un campione estratto da una stessa distribuzione e
la quantitd SST' corrisponde al numeratore della stima della
varianza.
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ANOVA

Formula alternativa di SST

71=1 =1
koo ko
SST:ZZEX%—ZY,,ZZEX@—FNY.Q. (%)!
j—li—l j=1i=1
SST = ZZX2—2NX +FNX ZZX
1 =1 1 =1
Jj= o J=
SST =) Y X
j=11i=1

Dove ny+mne+ ... +np = N.
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Aggiungendo e sottraendo 7,]- si ottiene:

kK Ty
SST = > > (Xy—X,;+X;-X)
j=1i=1
E Ny k Ty
SST = Y N (Xij—X,)°+2» Y (X - X)X ,;-X)+
j=1i=1 j=1i=1
kK Ty
Z (73 - X )2
j=1 i=1

Pagina 13/32



Derivazione (cont.)

Dimostriamo che il doppio prodotto é nullo. Infatti:

ny

2) D (X=X X ;=X )=2) (X,;-X.)) (X=X,

j=1i=1 j=1 i=1

“Ricorda che X ; = =Y :Zl X
J

ANOVA
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Quindi abbiamo dimostrato che:

E nj ko Ty
SST = ZZ(XZ] —79)24—2 (Y] _7..)27
j=1 i=1 j=1i=1
ossia:
kT o k o o
SST=> "> (Xij—X )+ nj(X ;- X))
j=1 1=1 71=1
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ANOVA

Osservazione

Analizziamo il termine 2?21 57 (Xi5—X ;)2 Inogni gruppo
7 si calcola la somma degli scostamenti al quadrato tra ogni
singola osservazione X;; e la media campionaria del gruppo
Y,j. Successivamente si sommano queste quantitd su tutti i k
gruppi. Questa somma si chiama somma dei quadrati entro 1

gruppt e si denota con SSW.

Analizziamo il termine Zle n;j(X ; — X )% Esso é costituito
dalla somma degli scostamenti al quadrato tra ogni media X ;
e la media dell'intero campione X , dove ogni addendo ¢é
moltiplicato per la cardinalitd del gruppo. Questa somma si
chiama somma dei quadrati tra v gruppi e si denota con SSA.
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ANOVA

Formula alternativa di SSW

k 1y k 1y
Ssw=3"3"(x,; - X,)2=3"Y X% -2X,; X ;+ X,
=1 i=1 =1 i=1
ko k n; k n;
ssw=>"%"x2 23 X,Y x;+Y X, 31
j=1i=1 =1 i=1 j=1 i=1
ko1 k k ko k
SSW — ZZX,?] — 227@723 + ZHJYQJ — ZZXZZJ — 2727723
j=1i=1 =1 =1 =1 i=1 =1
k 1y k TQ.
SSW=> Y X;-) L
=1 i=1 =1
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ANOVA

Formula alternativa di SSA

k 2 k 5 k 9 5 5
Z T T T T2 T
n N < R E an N N
g=1 Jj=1 j=1
k 2
T« T2
SSA = .

Pagina 18/32



ANOVA

Osservazione

In definitiva possiamo scrivere che:

SST =SSW + SSA.

Calcoleremo due stime S% e S%, della varianza o° sotto

condizioni differenti che faranno uso delle somme SSW e

SSA.
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ANOVA

Derivazione (cont.)

All'interno di ogni campione, la quantita

nj

é una stima non distorta della varianza 032- della popolazione
X,;. Poiché, per ipotesi, tutte le £ v.a. X; hanno la stessa
varianza o, allora possiamo considerare le stime S> come k
realizzazioni di una stessa v.a. e quindi possiamo considerare la
media campionaria (pesata) di queste realizzazioni per stimare

o2
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Allora consideriamo la statistica:

(ng — 1)S2 + (ng — 1)S2 + oo + (g — 1)82 Sy (n; — 1)S?2

(ni—1)+neg—1)+..+(np —1) Z?:l(nj_l)

52 =

k n; ~ \2
9 Zj:l Zz‘i1(Xij _ X.j)
(- 1)
Z]:l(n]
Questa é la prima stima di 0%, Osserva che S% ¢ stata
ottenuta sfruttando l'ipotesi che tutte le v.a. X, hanno la
stessa varianza. Inoltre S% é una stima non distorta di o?

indipendentemente dal fatto che Hj sia vera o falsa.
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Vediamo come ottenere una seconda stima di o2. Infatti,
supponiamo che Hy sia vera, ossia che le medie pu; delle k
v.a. X siano tutte uguali tra loro: p; = po = ... = g =
p. In questa ipotesi tutte le osservazioni X;; possono essere
considerate come realizzazioni di una stessa v.a. X : N(u,0?).

Supponiamo inoltre che le dimensioni n; dei diversi gruppi
siano uguali: n1 = ny = ... = ng = n. In queste Iipotesi, le
medie campionarie X 1, X o, ..., X . possono essere considerate

come k osservazioni della v.a.: media campionaria X su n
osservazioni.
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Una stima non distorta di E(X) é la media aritmetica di
X 1,X9,...,X 1, ossia:

ko~ k< k n;
D=1 X 2anX B 323':1 2 _iz1 Xij
- k

che é la media di tutte le osservazioni.

=X

. e ns
3Ricorda che X, = %21'31 X;jechen; =ng = ... =ni =n.
- -

Pagina 23/32



ANOVA

Derivazione (cont.)

Inoltre, una stima non distorta di Var(X) é data da:

1 - -
2 2
Sx=177 d (X,;—-X)*

Ma abbiamo dimostrato che Var(X) é legata alla varianza o

della X dalla relazione:

— 0-2

Var(X) = —.
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ANOVA

Derivazione (cont.)

Quindi una seconda stima della varianza o2 dell'intera
popolazione ottenuta sotto H( vera é:

n
k—1

$% = (X, —X.)2

1

k
]:

Quando le dimensioni campionarie non sono tutte uguali, una
stima di o é data da:

I _ _
Zj:l ni(X;—X.)°

P (5)

2 _
Sx, =
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ANOVA

Rapporto delle stime delle varianze

Se Hy é vera, ci aspettiamo che le due stime S5 e S%, di
o siano quasi uguali e quindi il loro rapporto prossimo ad 1.

Calcoliamo allora il rapporto:

Per testare |'ipotesi Hy di uguaglianza delle medie, testiamo
I"Ipotesi:

H):F =1 contro H; : F > 1
In quanto ngo é maggiore nel caso di H; vera rispetto al caso
di Hy vera.
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ANOVA

Distribuzione del rapporto F

Per un teorema precedente sappiamo che le v.a.

k o 2 v
(Zj:l( ;2 1)) i X | D= 1)

g=1

k—1)5%
( 2) al :XZ(k_l)a

o

Indicato con Z?Zl(nj —1) = Z?Zl n; —k =N —k, allora:

(k —1)5%,

. ZXQ(k—l), (N_k)sg(

7 xX* (N — k)

o) o)
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ANOVA

Distribuzione del rapporto F

Per un teorema precedente possiamo affermare che la v.a.

(k—1)S%, 5
kE—1 S
F p— 0-2 5 /( ) p— —)50

o2

segue la legge di Fisher F'(k — 1, N — k). Analogamente

SSA/(k—1) (N —k)SSA

F T SSWIN k) (E—1)SSW

segue la legge di Fisher F'(k — 1, N — k).
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ANOVA

Regione critica del test ANOVA

Fissato un livello «;, nell'ipotesi H( vera, determiniamo il valore

critico del test Fj:
X — P{F > FQ}

Sapendo che
l—a=P{F<F}=P{F<fi o(k—1,N—-K)}
allora la regione critica di livello o é:

D = {F > fl_a(k— 1,N—K)}.

Pagina 29/32



ANOVA

Esecuzione del test
. calcola il valore empirico f di F’;
. confronta f con il quantile f1_o(k—1,N — K);

.se f> fi_alk—1,N — K) allora rigetta Hy e accetta Hy,
altrimenti accetta Hj.
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ANOVA

Esempio

Non trattati Estrogeno Progesterone Estr+Prog

117 440 605 2664

124 264 626 2078

40 221 385 3584

88 136 475 1540

40 1840
Totale 409 1061 2091 11706 15267
Media 81.80 265.25 522.75 2341.20  848.1667

Livelli di concentrazione sierica di progesterone misurato in
animali nel periodo compreso tra | 14 ed i 25 giorni dopo Il
trattamento. Si vuole sapere se i trattamenti hanno effetto
sulla concentrazione sierica media di progesterone.
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ANOVA

Esempio
Calcoliamo il valore della statistica F' per il nostro campione

(k=4,n1 =5n,=4,n3=4,n4 =5 N = 18.):
SST = 117%+124%+...4-440%+264>+...4-2664>+2078%+...+1840% — 152672 /18

SST = 18570668.5

SSA = 4097 | 10617 | 20017 | 117067 _ 15267, §G A — 15865083.4

SSW = S8S5T — SSA = 2705585.1

f = gsmrng = 27.3645

Per a = 0.05, questo valore deve essere confrontato con Il
quantile fo.95(3,14) = 3.34. Poiché f é maggiore del valore
critico di F' allora rigettiamo H.
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Legge di Fisher F(n,m)

a = 0.950
1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10 15 20 30 60 o0

m
3 1013 055 928 012 901 894 880 885 881 870 870 866 862 85T 853
4 771 69 659 639 626 616 609 604 600 59 586 580 575 56Y 563
5 661 579 541 519 505 495 488 482 477 474 462 456 450 443 437
G 599 514 476 453 439 428 421 415 410 406 394 387 381 374 367
7 559 474 435 412 397 387 370 373 368 364 351 344 338 330 323
8 532 446 407 384 369 358 350 344 339 335 322 315 308 301 293
9 512 426 386 363 348 337 320 323 318 314 301 294 286 279 271
10 496 410 371 348 333 322 314 307 302 298 285 277 270 262 254
11 434 388 359 336 320 300 301 295 290 285 272 265 257 240 240
12 4.75 389 349 326 311 300 291 285 280 275 262 254 24T 238 230
13 467 381 341 318 3.03 292 283 27T 271 267 253 246 238 230 221
14 460 374 334 311 296 285 276 270 265 260 246 230 231 222 213
15 454 368 329 306 290 279 271 264 259 254 240 233 225 216 207
16 449 363 324 301 285 274 266 250 254 2490 235 228 219 211 201
17 445 359 320 29 281 270 261 255 249 245 231 223 215 206 196
18 441 355 316 293 277 266 258 251 246 241 227 219 211 202 192
19 438 352 313 290 274 263 254 248 242 238 223 216 207 198 188
20 435 349 310 287 271 260 251 245 239 235 220 212 204 195 1.84
21 432 347 307 284 268 257 249 242 237 232 218 210 201 192 181
22 430 344 305 282 266 255 246 240 234 230 215 207 198 180 1.78
23 428 342 303 280 264 253 244 237 232 227 213 205 196 186 1.76
24 426 340 301 278 262 251 242 236 230 225 211 203 194 184 1.7
25 424 339 299 276 260 249 240 234 228 224 200 201 192 182 171
26 423 337 298 274 259 247 239 232 227 222 207 199 190 180 169
27 421 336 296 273 257 246 237 231 225 220 206 197 1.88 170 167
28 420 334 295 271 256 245 236 220 224 219 204 196 1.87 177 165
29 418 333 293 270 255 243 235 228 222 218 203 154 185 176 164
30 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216 201 193 184 174 162
31 416 330 291 268 252 241 232 226 220 215 200 192 1.83 173 161
32 415 329 290 2467 251 240 231 224 219 214 19 1591 1.82 171 159
33 414 328 289 266 250 239 230 223 218 213 198 100 181 170 1.58
34 413 328 288 265 249 238 220 223 217 212 197 189 1.80 169 157
35 412 327 287 264 240 237 229 222 216 211 196 188 1.79 168 1.56
36 411 326 287 263 248 236 228 221 215 211 195 187 1.78 167 1.5
37 411 325 286 263 247 236 227 220 214 210 195 186 177 166 154
38 410 324 285 262 246 235 226 219 214 200 194 185 1.76 165 1.53
39 4.00 324 285 261 246 234 226 219 213 208 193 185 1.7 165 152
40 408 323 284 261 245 234 225 218 212 208 192 184 174 164 151
60 400 315 276 253 237 225 217 210 204 199 184 175 165 153 139
120 3092 307 268 245 229 218 200 202 19 191 175 166 155 143 125
00 384 300 260 237 221 210 201 194 188 183 167 157 146 132 1.00




Legge di Fisher F(n,m)

a=0.975
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 60 o0
m

4 1222 1065 058 060 036 020 007 898 800 884 866 856 846 836 826
5 1001 843 776 739 T15 698 685 6.76 6.68 662 643 633 623 612 6.02
5 881 726 660 623 599 582 570 560 552 546 52T 51T 507 4096 485
7 807 654 589 552 529 512 499 490 482 476 457 447 436 425 414
8 75T 6.06 542 505 482 465 453 443 436 430 410 4.00 380 378 367
9 721 571 508 472 448 432 420 410 403 396 377 3.67 356 345 333
10 694 546 483 447 424 407 395 385 378 372 352 342 331 320 3.8
11 6.72 526 463 428 404 388 376 366 359 353 333 323 312 3.00 2.8
12 6.55 510 447 412 389 373 361 351 344 337 318 307 296 2.8 2T
13 6.41 497 435 400 377 360 348 339 331 325 306 295 2384 272 260
14 6.30 486 424 389 366 350 338 329 321 315 295 284 273 261 249
15 6.20 477 415 380 358 341 320 320 312 306 28 276 264 252 240
16 6.12 460 408 373 350 334 322 312 305 299 270 268 257 245 232
17 6.04 462 401 366 344 328 316 306 298 292 272 262 250 238 225
18 5O8 456 305 361 338 322 310 301 293 287 267 256 244 232 219
19 5892 451 390 356 333 317 305 296 288 282 262 251 239 22T 213
20 587 446 386 351 329 313 301 291 284 277 257 246 235 222 209
21 6.83 442 382 348 325 300 297 287 280 273 253 242 231 218 2.4
22 570 438 378 344 322 306 203 284 276 270 250 230 227 214 200
23 576 435 375 341 318 302 290 281 273 267 247 236 224 211 1497
24 572 432 372 338 315 299 287 278 270 264 244 233 221 2.08 1.9
25 560 420 369 335 313 2907 285 276 268 261 241 230 218 205 141
26 566 427 367 333 310 294 282 273 265 259 230 228 216 203 1.8
27 563 424 365 331 308 202 280 271 263 257 236 225 213 200 1.8
28 561 422 363 329 306 290 278 269 261 255 234 223 211 1.98 183
29 550 420 361 327 304 288 476 267 259 253 232 221 209 1.96 1.81
30 557 418 359 325 303 287 275 265 257 251 231 220 207 1.94 1.7
31 555 416 357 323 301 285 273 264 256 250 220 218 2,06 1.92 1.77
32 553 415 356 322 300 284 271 262 254 248 228 216 204 1.91 1.7
33 551 413 354 320 298 282 270 261 253 247 226 215 203 1.8 1.7
34 550 412 353 319 297 281 269 259 252 245 226 213 201 1.88 172

35 548 411 352 318 206 280 268 258 250 244 223 212 200 1.8 1.7
36 547 400 350 317 204 278 266 257 249 243 222 211 199 1.85  1.69
37 646 408 349 316 203 277 265 256 248 242 221 210 197 1.8 1.67
38 545 407 348 315 292 276 264 255 247 241 220 200 196 1.82 1.66
39 543 406 347 314 291 275 263 254 246 240 219 208 195 1.81 1.65
40 542 405 346 313 290 274 262 253 245 239 218 207 194 1.80 1.64
60 520 393 334 301 279 263 251 241 233 227 206 194 182 1.67 148
120 515 380 323 289 267 252 230 230 222 216 194 182 169 1.53 131
o0 502 360 312 279 257 241 220 219 211 205 183 171 157 139 1.00




